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NAHERUNGSWEISE LOSUNGEN

Auch wenn wir noch nicht perfekt Differentialgleichungen 16sen konnen, sind wir schon jetzt oft in der
Lage, ndherungsweise Losungen in Form von Potenzreihen oder iterativen Ansitzen zu finden.

Anharmonische Kraft [g + 1+ % + 1 = 5 Punkte]
Wir betrachten eine anharmonische Schwingung mit der Bewegungsgleichung
j:&ﬁ%ﬁ—&ﬁéﬁ% r(0)=a, #(0)=0.
(a) Um diese Bewegungsgleichung zu 16sen, machen Sie einen Potenzreihenansatz der Form
T =co+ et +cot? + s’ +eatt + ..
und bestimmen die ersten fiinf Koeffizienten ¢;, ¢ = 0,...4, indem Sie zunéchst die Anfangs-
bedingungen auswerten und dann 2 bilden. Die rechte Seite der Bewegungsgleichung wird dann
erstaunlich einfach.
(b) Mit dem Resultat fiir 2(¢) bis einschlieBlich der Ordnung ¢* kénnen Sie die geschlossene Form fiir
x(t) erraten. Bestitigen Sie dies durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung.
(c) Bilden und skizzieren Sie das Potential V' (x), das zur Kraft in der Bewegungsgleichung gehort.
(Setzen Sie m = 1.) Geben Sie damit die Energie E des Teilchens an.
(d) Welches Integral gibt die Laufzeit T' zwischen den Umkehrpunkten an? Koénnen Sie damit das

durchaus seltsame Verhalten von z(t) fiir t — oo verstehen?
Hinweis: In dieser Aufgabe wurden die Anfangsbedingungen speziell so gewihlt, dass die Bewegungs-

gleichung fiir eine anharmonische Kraft exakt 16sbar war. Dies ist leider die Ausnahme und in der Regel
nicht moglich.

Iterative Losung [14+1+4+1+1+4+ 1= 5Punkte]
Ein Teilchen der Masse m und Ladung ¢ rast auf der z—Achse von links mit groBer Geschwindigkeit
vo auf einen Raumbereich zu, in dem das Magnetfeld B = (0,0, B) herrscht. Der Eintritt erfolgt bei
70) = (0,0,0).

(a) Stellen Sie die Bewegungsgleichung auf. Beachten Sie, dass das Problem zweidimensional ist.

(b) Beginnen Sie mit 7 (¢) = (wgt, 0,0) als nullter Nzherung. Setzen Sie diese in die Lorentzkraft
ein, und 16sen damit die Bewegungsgleichung. Die Losung ist Thre erste Niherung 71 (t).

(c) Wiederholen Sie das Iterationsverfahren mit 7!) um eine zweite Niherung 72 (¢) zu erhalten. Fiir
schwache Magnetfelder sollte dies bereits eine brauchbare Niherung darstellen.

(d) Geladene Teilchen beschreiben im homogenen Magnetfeld (angeblich) Kreisbahnen, die mit gleich-
formiger Geschwindigkeit durchlaufen werden, d.h., der Betrag der Geschwindigkeit ist konstant.
Welche Kreisfrequenz w und welchen Radius R hitte diese Kreisbahn?

(e) Entwickeln Sie die exakte Losung in Potenzen von B und vergleichen mit dem Iterationsresultat.

Hinweise: Die Kreisbahn wird durch 7(t) = (R sinwt, —R+R coswt, 0) beschrieben. Die Lorentzkraft
ist FF = q (7 x B).

Numerische Ldsung [1 + 1+ 3 = 5 Punkte]
Wir betrachten erneut die anharmonische Kraft aus [H24].

(a) Zeigen Sie in einem Vergleichsplot, wie sehr sich die exakte Losung aus [H24](b) von der Ndherung
bis zur vierten Ordnung unterscheidet. Hinweis: Wenn Sie [H24](b) nicht 16sen konnten, miissen
Sie versuchen, die exakte Losung mit MATHEMATICA zu bestimmen.

(b) Berechnen Sie mit MATHEMATICA die Taylorentwicklung des Potentials aus [H24] bis einschlieB3-
lich zur zweiten Ordnung um das Minimum des Potentials herum. Zeigen Sie in einem Vergleichs-
plot, wie sehr sich das exakte Potential aus [H24] von der Taylorentwicklung unterscheidet, wie
gut also fiir kleine Auslenkungen um das Minimum herum das Problem durch einen harmonischen
Oszillator angenihert wird.

(c) Losen Sie nun das Problem fiir die Anfangsbedingungen z(0) = a/2 und £(0) = 0 numerisch.
Vergleichen Sie die Losung graphisch mit einer harmonischen Schwingung. Welche Frequenz er-
gibt sich?

Bitte wenden!
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BONUSAUFGABEN

Die folgenden Aufgaben sind freiwillig, konnen aber helfen, Ihr Punktekonto fiir die Studienleistung
aufzufiillen.

Harmonische Niherung [3* 4+ 2* = 5* Punkte]
Ein Teilchen der Masse m bewegt sich in einer eindimensionalen Potentialmulde V (z) = xa?f(£) mit

_ In(1+4-coshs)
f(S) —  coshs

. Bei kleiner Amplitude |z| < a wird die Schwingung nahezu harmonisch.

(a) Entwickeln Sie f um s = 0 bis einschlieBlich zur zweiten Ordnung. Geben Sie durch Vergleich
mit dem Federpotential die Kreisfrequenz w der Schwingung an. Wieso ist hierbei wichtig, dass
In2 > % ist, und wie sieht man das leicht ohne Taschenrechner?

(b) Alternativ kann man auch zunéchst die Kraft FF = —0, V' bilden. Bis zu welcher Ordnung muss
man diese dann entwickeln? Geben Sie die Bewegungsgleichung in harmonischer Nidherung an und

lesen Sie daraus w ab.

Rutschpartie [5* Punkte]
Auf einem winterlichen Parkplatz erlebt man bei Vollbremsung mit der Geschwindigkeit 7 = vg(u, w)
die Reibungskraft

2w 2u 2w

T+ 200’ T+ 200 ' Vifa?
Welches ,,Potential“ V' (u, w) liegt vor? Entwickeln Sie V' bis zu quadratischen Termen in v und v und

1
bringen Sie es in die Form V' = const + i(u, w)H (u) . Welche 2 x 2-Matrix H erginbt sich?
w

B = —mawy (10sinh s + ) = = maw(0.V,0,V).

Gravitation [3* 4+ 2* = 5* Punkte]
Betrachten Sie die Konfiguration aus [H20]: drei durch masselose Drihte starr miteinander verbundene
Massen M1 = M, My = %M und M3 = 6M an den Punkten 7} = (1,—1,0)a, 7 = (—%,0,0)a und
7 = (0, %,0)a.

(a) Geben Sie das Gravitationspotential V'(x,y,2) = —ym ), J\_{?‘ explizit an. Welche Kraft F(z)

|7

wirkt auf eine Testmasse m auf der 2-Achse? Stimmen —(VV/) ly=2—0 und —§(V|y: 2=0) als Aus-
driicke fiir F () iiberein?

(b) Welche Bedeutung hat V' (x,y=0,2=0) ? Erstellen Sie eine Skizze von V' (z,y=0, 2=0). Sind
Schwingungen moglich? Mit welcher Geschwindigkeit muss m den Ursprung durchlaufen, um
nach oo entkommen zu kénnen?

Hiibsche Bahnkurve [5* Punkte]
Zur Zeit t = 0 durchléuft ein Teilchen der Masse m den Punkt 77(0) = % (2,2,1) mit der Geschwindig-
keit 7(0) = %(2, —1,2). Es ist anisotrop iiber die Kraft F© = —mw? A7 an den Ursprung gebunden,
3-2 "0

A= (—3 421 —g ) Fiihren Sie die Hauptachsentransformation fiir A durch, ermitteln sie dann 7/(0) und
7/(0). Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir 7/(¢) auf und 18sen Sie sie. Skizzieren Sie die Bahnkurve
in der z’y'-Ebene, und finden Sie schlieBlich 7(¢) mit Hilfe der Riicktransformation.

Hinweis: Als Zwischenresultat seien verraten: [, = %(2, 2,1), f,= %(2, —1,—2)und 2/(t) = 0.

Anharmonischer Oszillator [5* Punkte]
Betrachten Sie einen anharmonischen Oszillator mit Potential V' (z) = %mw%z - %mam‘*. Berechnen
Sie mit MATHEMATICA die Umkehrpunkte x und 7 fiir dieses Potential. Sie erhalten im allgemeinen
vier Losungen (es hiingt von der Energie ab, ob alle vier Losungen reell sind). Diskutieren Sie, welche
zweli der vier Losungen bei gegebenen Anfangsbedingungen jeweils relevant sind.

Bestimmen Sie iiber den Energiesatz die Periode 7" mittels numerischer Integration (setzen Sie hier zum
Beispiel m = 1, die Abhiingigkeit von den anderen freien Parametern miissen Sie eigensténdig sinnvoll
studieren). Vergleichen Sie schlieBlich die Abhingigkeit der Periode 1" von der Energie E' mit dem Fall

des harmonischen Oszillators (o = 0).

HINWEIS: Name, Vorname, und Matrikelnummer angeben! Losungen bitte zusammenheften!



